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ETiK BEYAN VE ARASTIRMA FONU DESTEGI

Kocaeli Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii tez yazim kurallarma uygun olarak
hazirladigim bu tez/proje ¢alismasinda,

Bu tezin/projenin bana ait, 6zgiin bir ¢caligma oldugunu,

Calismamin hazirlik, veri toplama, analiz ve bilgilerin sunumu olmak iizere tiim
asamalarinda bilimsel etik ilke ve kurallara uygun davrandigimu,

Bu ¢alisma kapsaminda elde edilen tiim veri ve bilgiler i¢in kaynak gosterdigimi
ve bu kaynaklara kaynakcada yer verdigimi,

Bu calismanin Kocaeli Universitesi’nin abone oldugu intihal yazilim programi
kullanilarak Fen Bilimleri Enstitiisii'niin belirlemis oldugu olgiitlere uygun
oldugunu,

Kullanilan verilerde herhangi bir tahrifat yapmadigimu,

Tezin/Projenin herhangi bir boliimiinii bu {iniversite veya bagka bir liniversitede
baska bir tez/proje ¢alismasi olarak sunmadigima,

beyan ederim.

Bu tez/proje ¢alismasinin herhangi bir agsamasi hi¢bir kurum/kurulus tarafindan
maddi/alt yap1 destegi ile desteklenmemistir.

Bu tez/proje c¢alismasi kapsaminda iiretilen veri ve bilgiler .........cccooovviiiinniennnn.
tarafindan .........ccccoeoieiiiiiie no’lu proje kapsaminda maddi/alt yap1

destegi alinarak gerceklestirilmistir.

Herhangi bir zamanda, calismamla ilgili yaptifim bu beyana aykir1 bir durumun
saptanmast durumunda, ortaya ¢ikacak tiim ahlaki ve hukuki sonuglar1 kabul ettigimi
bildiririm.

(Imza)
Muharrem AKYOL



YAYIMLAMA VE FiKRi MULKIiYET HAKLARI

Fen Bilimleri Enstitiisii tarafindan onaylanan lisansiistii tezimin/projemin tamamini
veya herhangi bir kismini, basili ve elektronik formatta arsivleme ve asagida belirtilen
kosullarla kullanima agma izninin Kocaeli Universitesi’ne verdigimi beyan ederim. Bu
izinle Universiteye verilen kullanim haklar1 disindaki tiim fikri miilkiyet haklarim bende
kalacak, tezimin/projemin tamaminin ya da bir boliimiiniin gelecekteki ¢alismalarda
(makale, kitap, lisans ve patent vb.) kullanimi bana ait olacaktir.

Tezin/projenin kendi 6zgiin ¢alismam oldugunu, baskalarinin haklarini ihlal etmedigimi
ve tezimin/projenin tek yetkili sahibi oldugumu beyan ve taahhiit ederim. Tezimde yer
alan telif hakki bulunan ve sahiplerinden yazili izin alinarak kullanilmasi zorunlu
metinlerin yazili izin alarak kullandigimi ve istenildiginde suretlerini Universiteye
teslim etmeyi taahhiit ederim.

Yiiksekogretim kurulu tarafindan yayinlanan “Lisaniistii Tezlerin Elektronik Ortamda
Toplanmasi, Diizenlenmesi ve Erisime A¢ilmasina Iliskin Yonerge” kapsaminda tezim
asagida belirtilen kosullar haricinde YOK Ulusal Tez Merkezi/ Kocaeli Universitesi
Kiitiiphaneleri A¢ik Erisim Sisteminde erisime agilir.

Enstitii yonetim kurulu karari ile tezimin/projemin erisime agilmasi mezuniyet
tarihinden itibaren 2 yil ertelenmistir.
Enstitii yonetim kurulu gerekceli karari ile tezimin/projemin erisime agilmasi
mezuniyet tarihinden itibaren 6 ay ertelenmistir.

Tezim/projem ile ilgili gizlilik karar1 verilmemistir.

(imza)
Muharrem AKYOL



ONSOZ VE TESEKKUR

Son yillarda iizerinde ¢ok fazla c¢alisma yapilan kesirli diferansiyel denklem
problemlerinin ¢oziimii farkli yaklagimlarla bulunmus olup bu ¢oziimler araciligiyla da
var olan sorunlarin daha iyi analiz edildigi gézlemlenmistir.

Beni bu konuya yonlendiren ve hicbir zaman yardimlarini esirgemeyen danigsman
hocam Saym Prof. Dr. Ali Demir’e, es danismanim Dr. Ogr. Uyesi Serta¢ Erman’a,
Aras. Gor. Siileyman Cetinkaya’ya ¢ok tesekkiir ederim. Yine bana gostermis olduklari
sabir, maddi ve manevi desteklerinden dolay: aileme ¢ok tesekkiir ederim.

Haziran — 2022 Muharrem AKYOL
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KESIRLI DIFERANSIYEL DENKLEMLER
OZET

Bu tez calismasinda genel olarak diferansiyel denklemlerde kullanilan ¢6zim
yontemlerinin  kesirli diferansiyel denklemlerde de wuygulanabildigi {zerinde
durulmustur. ilk olarak kesirli mertebeden tiirevin ge¢misten giiniimiize dogru gelisi ve
giinliik hayatta nerelerde kullanilacagi hakkinda bilgi verilmistir. Daha sonrasinda
kesirli mertebeden tiirev sorularinda kullanilacak fonksiyon gesitlerine ve yontemlerine
yer verilmistir. Bu yontemlerle kesirli mertebeden tlirev uygulamalarina alternatif
¢oziimler getirilmistir. Ayrica kesirli mertebeden tiirev alma yontemlerinin 6zellikleri,
Laplace doniisiimleri ve Fourier dontisiimleri karsilastirilmistir. Kesirli mertebeden sabit
katsayili lineer homojen diferansiyel denklemlerin tanimina ve 6rneklerine yer verilmis
olup ¢oziilen uygulamalardan kesirli mertebeden tiirev yonteminden biri olan Caputo
tirev taniminm1 kullanmanin diger tanimlara oranla daha iyi sonuglar verdigi
belirtilmistir. Caputo diferansiyel denklemlerin ¢éziimlerinin de tizerinde durulmustur.
Son olarak da Dirichlet sinir ve baslangi¢ kosullarina tabi ardisik zaman kesirli dalga
denkleminin degiskenlerin ayrilmasi yontemi ile analitik ¢oziimii olusturulmus olup
buna ilaveten de sabit katsayilara sahip homojen olmayan FDE’nin 6zel ¢6ziimii
bulunmustur. Analitik ¢6ziim, kesirli trigonometrik fonksiyonlar acisindan seri
bi¢iminde olusturulmustur.

Anahtar Kelimeler: Caputo Kesirli Tiirevi, Kesirli Diferansiyel Denklemler, Kesirli
Trigonometrik Fonksiyon, Mittag-Leffler Fonksiyonu, Zaman Kesirli Dalga Denklemi.



FRACTIONAL DIFFERENTIAL EQUATIONS
ABSTRACT

In this thesis, it is general focused on the applicability of solution methods, used in
differential equations, on fractional differential equations. Firstly, the development of
fractional derivative from past to present and its applications in daily life are presented.
Secondly, the types of functions and methods, used in fractional order derivative
questions, are presented. By these methods, alternative solutions are obtained for
applications of fractional derivative. Moreover properties of fractional derivative
methods are compared with Laplace transforms and Fourier transforms. Finally, the
definition and examples of fractional linear homogeneous differential equations with
constant coefficients are exhibited. Furhtermore, it is emphasized that the outomes of
fractional differential equations in Caputo sense are better than the ones of fractional
differential equations in other senses. As a result, it is focused on the solutions of
fractional differential equations in Caputo sense. Finally, the analytic solution of the
time fractional wave equation subject to the Dirichlet boundary and initial conditions is
constructed by the seperation of variables. In addition, a special solution of the
inhomogeneous FDE with constant coefficients is obtained. The analytic solution is
constructed in series form in terms of fractional trigonometric functions.

Keywords : Caputo Fractional Derivative, Fractional Differential Equations, Fractional
Trigonometric Function, Mittag-Leffler Function, Time Fractional Wave Equation.



1. GIRIS

Gliniimiizde farkli sorunlarin ortaya ¢ikmasi farkli ¢oziimleri de beraberinde getirmistir.
Kesirli diferansiyel denklemler de giiniimiizde var olan problemlerin ¢oziimii i¢in
alternatif bir ¢6ziim olmaktan Gte problemlerin dogurdugu sonuglar hakkinda daha
saglikli yorumlar yapmamizi saglar. Bu sebepten dolay1 da bir¢ok problemin ¢6ziimiine

katkis1 oldukga biiytiktiir.

Kesirli diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinde kullanilan kesirli mertebeden tiirev
tanimlarini ve bu tanimlarda gegen fonksiyon ¢esitlerini bilmek de son derece 6nem arz
etmektedir. Kesirli mertebeden tiirev ile aslinda ifade edilen herhangi bir mertebeden
tirevdir. Biz de bu kapsamda genel olarak tam sayi olmayan, pozitif mertebeden

tirevlerle ilgilenecegiz.
Bu tezde ilk olarak kesirli mertebeden tiirev 6rneklerine yer verilmistir.
Sonrasinda, (1.1) denklemi i¢in,

{quu(t) + BD(t) + Cu(t) = 0 (1.1)

u(ty) = 0,D%(ty) = uef

kosullarina sahip kesirli mertebeden sabit katsayili lineer homojen diferansiyel
denklemlerinin (Sambandham ve Vatsala, 2015), genel ¢oziimii Mittag-Leffler

fonksiyonu araciligiyla bulunmustur.

Daha sonra ise,

D =c?u,,0<x<l,0<a<l

u(x, 0) = ¢(x), D{u(x,0) = y(x) (1.2)
u(0, ty=u(l,t)=0

Dirichlet sinir ve baslangi¢ kosullarina tabii dalga denklemi probleminin (Akyol ve dig.,

2021), analitik ¢oziimii degiskenlerine ayirma yontemiyle bulunmustur.

Son olarak da, sabit katsayilara sahip homojen olmayan FDE(Functional Differential

Equation)’nin 6zel ¢oziimiinii bulmak amaglanmistir. Bolim 3.3.’te sabit katsayilara



sahip homojen olmayan FDE’nin 6zel ¢6ziimii kesirli diferansiyel operatér yontemi

araciligiyla bulunmustur.

Bu tezde sonug olarak, farkli tipte verilen kesirli diferansiyel denklemlerin genel

¢Oziimiinii bulmak amaclanmistir.



2. KESIiRLi MERTEBEDEN TUREV

Kesirli mertebeden tiirev kavrami tam sayili mertebeden tiirev kavrami kadar eski bir
gecmise sahiptir. Gegmisten giliniimiize, verilen bir ifadenin birinci, ikinci, li¢lingli v.b.
tam sayil1 mertebeden tiirevi (Cavus, 2006), bulunabiliyordu. Insanoglunun kafasindaki
bu soru isaretleri kesirli mertebeden tiirev almay1 kaginilmaz bir hale getirmistir. Kesirli
mertebeden tiirev ifadesi 1695 yilinda Leibniz'in L'Hospital yazdig:1 bir mektupta giin

n

yliziine c¢ikmustir. Leibniz'in  L'Hospital'a yonelttigi Tam sayili mertebeden
(basamaktan) tlirevler kesirli mertebeden tiirevlere genisletilebilir mi?" sorusu (Cavus,

2006), ile kesirli mertebeden tiirev konusu derinlik kazanmaya baslamistir. Yani bir

. 1
fonksiyonun >

N |

, g. v.b. mertebeden Kesirli tiirevini bulmak {izerine ¢aligmalar

yapilmustir.

Leibniz'in ¢aligmalariyla birlikte kesirli mertebeden tiirev konusunda bir¢ok bilim adami
da katki saglamistir. Liouville, Riemann, Weyl, Lagrange, Laplace, Fourier, Euler ve
Abel (Cavus, 2006), kesirli mertebeden tiirev konusunda c¢alismalar1 olan bilim

adamlarindan bazilaridir.

Kesirli mertebeden tiirev fizik, biyoloji, matematik ve kontrol miihendisligi gibi
miihendislik mesleginin bir¢ok alaninda (Degerli, 2018), aktif bir sekilde kullanimi

mevcuttur.
2.1. Kesirli Mertebeden Tiirev Sorularinda Kullanilacak Fonksiyon Cesitleri
2.1.1. Gamma Fonksiyonu

I'(x) ile gosterecegimiz gamma fonksiyonu Mittag-Leffler ve Wright fonksiyonunda,
Euler, Riemann-Liouville ve Caputo kesirli mertebeden tiirev tanimlarinda sik

kullanilan bir fonksiyondur.

Genel olarak gamma fonksiyonu (Chaudhry ve dig., 1997),
I'(x)=["t*tetdt (2.1)

genellestirilmis integraliyle bulunur. n dogal say1 olmak iizere I'(x) esitliginden,



nl = fooo the~tdt

integral esitligi elde edilir. Bu yiizden de gamma fonksiyonu (Soytas, 2006), faktoriyel

fonksiyonu olarak da adlandirilabilir.
I'(n) = [” t""e~t dt genellestirilmis integraliyle,
r(n+1) = [ 7 en*1-1e~t de
= [ the~tde
=n!
=n(n-1)!
=nf " te~tdt
=n.I'(n) (2.2)
(Soytas, 2006) bulunur.

Gamma fonksiyonunun grafigi agagidaki gibidir.

I'(x)
| | TR ) /
| | A /
| | I | | | |. | ."l
| ! A 4 \ /
| | R |\
| _ | Y /
| | I [ | | \ P
| | /1 I | | ~ —
| N | | | |
a1 dp | 2 a*
I | 7 | [ |
TR | |
IR -
o | |
| 1 LA
I‘ |I l ."If _~'14!
| Il (A

Sekil 2.1. Gamma fonksiyonunun grafigi (mathworld.wolfram.com)



Kesirli mertebeden tiirev uygulamalarinda kullanilacak Gamma fonksiyonuna iliskin

sayisal degerler asagidaki tablodaki gibidir.

Tablo 2.1. Gamma fonksiyonunun sayisal degerleri

r(0) Tanimsiz
re) v
r(1) 1
re) %ﬁ
r) 1
re) Zﬁ
r'(3) 2
re) % -
r(a) 6
r(s) 24
I'(0) o)
r-3) -/m
ri-3 gﬁ

2.1.2. Beta Fonksiyonu

Beta fonksiyonunu 6zellikle Riemann-Liouville ve Caputo tiirev tanimlarinin

uygulamalarinda gérmek miimkiindiir.



Beta fonksiyonu genel olarak,
B(x,y) = [, t*"2(1 — t)*"' dt, Re(x) > 0, Re(y) > 0 (2.3)
(Chaudhry ve dig., 1997), seklinde tanimlanir.

Pozitif x ve y degerleri i¢in beta fonksiyonunun grafigi asagidaki gibidir.

Sekil 2.2. Pozitif x ve y degerleri i¢in beta fonksiyonunun grafigi (tr.wikipedia.org)
Beta fonksiyonu ile Gamma fonksiyonu arasindaki baginti uygulamalarin ¢éziimiinii
basitlestirmistir.

Buna gore,

__ r(pr(q)
B, q) = r(p+q)

__ I'(@r)

r(q+p)
= B(q,p) (2.4)

(Cavus, 2006), seklindedir. (2.4)’te ki ifade Beta fonksiyonunun en bilinen

ozelliklerinden biridir.



O halde, beta fonksiyonu degisme 6zelligini saglar.
2.1.3. Hata Fonksiyonu (erf)

Hata fonksiyonu erf(x) ile gosterilir. Asagida verilen integral esitligiyle de (Soytas,
2006),

erf(x) = %fox e t* dt (2.5)

hata fonksiyonunun degerleri bulunur. Ayni zamanda hata fonksiyonu tek fonksiyon

cesididir.

Hata fonksiyonunun grafigi asagidaki gibidir.

i erifx)
s

Sekil 2.3. Hata fonksiyonunun grafigi (tr.wikipedia-on-ipfs.com)

Hata fonksiyonunun ozellikleri ve alabilecegi degerler (Soytas, 2006), asagidaki gibi
verilebilir.

1) erf(x) =1-erfc(x) (erfc( x ) tamamlayici hata fonksiyonu)

2) erf(-x)=-erf(x)

3) erf(-0)=-1
4) erf(-3)=-1
5) erf(-2)=-1
6) erf(0)=0



7) erf(2)=1
8) erf(3)=1
9) erf(o)=1

2.1.4. Anger Fonksiyonu (Anger J)

Homojen olmayan Bessel denklemlerinin ¢éziimiinde AngerJ(v,x) fonksiyonu kullanilir.

Ozellikle trigonometrik ve {istel fonksiyonlarin kesirli mertebeden tiirevlerinde

kullanilir.
Genel olarak,
xy" +xy' + (x—v)y = —(x_v)iin(m) (2.6)

(Soytas, 2006), bagintisi ile verilir.

Ayrica,
J,(2) = %fon cos(v@ — zsind) db (2.7)

(Caratelli, 2019), genellestirilmis integrali araciligiyla da Anger fonksiyonunun

degerleri bulunabilir.
2.1.5. Mittag-Leffler Fonksiyonu

e” istel fonksiyonunun bir genellestirmesini 1903 yilinda Mittag-Leffler yapmis ve
kendi adiyla bilinen fonksiyonu tanimlamistir (Er, 2015). Fizik, biyoloji, mithendislik,
yerbilimleri gibi bir¢cok alandaki problemlerin ¢oziimiinde ve giiniimiizde de cok

kullanilir hale gelmistir (Er, 2015).

Mittag-Leffler fonksiyonunun 1903 yilinda verilen ilk hali bir parametrelidir. C
kompleks sayilar kiimesi ve «€C olmak flizere bir parametreli Mittag-Leffler
fonksiyonu,

k

Eo(z) = Xk=0 Ta+ary Re(a)> 0,z€C (2.8)




(Er, 2015), seklinde tanimlanir.

Bir parametreli Mittag-Leffler fonksiyonunun grafigi asagidaki gibidir.

Eylx)

|
3 E 3(—’5)

E4(.-r}
._F—P:”"'_TFES (JL}

oy
0

o(x)

Sekil 2.4. Mittag-Leffler fonksiyonu (mathworld.wolfram.com)

ki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonunu, Wiman 1953 yilinda asagidaki gibi
tanimlamistir (Er, 2015). Daha sonra bu fonksiyon tizerinde Wiman ile Agarwal ve

Humbert adl1 bilim adamlar1 da ¢alismustir (Er, 2015).

iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu,
k
E,p5(2) =Z’°<°=°m Re(a) >0,Re(B)> 0 ;z,a,BE€ C (2.9)

(Er, 2015), seklinde tanimlanir.

Mittag-Leffler fonksiyonunun bazi 6zellikleri asagidaki gibidir (Akyol ve dig., 2021).
I)a=1 ve B=1 ise E;;(t) = e"dir. Bu nedenle, Mittag-Leffler fonksiyonunun
olagan tistel fonksiyonun bir genellemesi oldugu sdylenebilir.

2) 0 <q<1iginEg;(t) > 0’dur.

3)0<g<1vet>0ise Ey(t) monoton artandr.

4) DI(Eq1(tD)) = Eq1(tD.

5) D"(Eg,(rt9)) = r"Eq;(rt) (0 < g < 1, r bir sabittir ve n € N)



Asagida verilen,

Eq (ipt9)~Eq (<iut9)

sing(ut) = ”

_ oy (DKt

= Xk=o I((2k+1)q+1) (2.10)
cosq(pt) = Eq,1(iutq)+2Eq,1(—iutq)

_ v (DR

= k=0 I(2kq+1) (2.11)

denklemleri ise kesirli trigonometrik fonksiyonlar olarak adlandirilir (Akyol ve dig.,

2021). Bu fonksiyonlarda, q = 1 oldugunda sin(ut) ve cos(ut) olur.
2.1.6. Wright Fonksiyonu

Wright fonksiyonu, kesirli 1s1 ve dalga denklemleri gibi lineer kismi kesirli mertebeden
diferansiyel denklemlerin ¢6ziimlerinde (Liileci, 2011), kullanilir. Wright fonksiyonu,

zK

W(Z;0,8) = Xk=o Kokt ) (2.12)
(Liileci, 2011), seklinde tanimlanir.

2.2. Kesirli Mertebeden Tiirev Alma Yontemleri

Kesirli mertebeden tiirevin giinlimiizde kullanimi git gide daha siklagmistir. Bunun
temel sebebi fiziksel modelleri daha dogru ifade edebilmesi yani; sadece suan ki zamani
degil ayrica zaman tarihini iceren modellemeleri saglayabilmesi, ¢gok karmasik yapidaki
sistemleri anlamaya yonelik yeni bir bakis a¢isi sunmasi, bir¢ok probleme yonelik

degisik yaklasimlar ve daha iyi sonuglar vermesidir.

Caputo kesirli tanimi diferansiyel denklemler i¢in tamsayr mertebeden baslangig
kosullarin1 tanimlayabilmesinden (Cavus, 2006), dolay1 daha avantajlidir. Bu yiizden de
kullanimi1 diger yontemlere gore daha kullanishidir. Riemann-Liouville taniminin aksine
Caputo tanimi tekrarlanan integrasyonlardan olusturulmustur. Grinwald-Letnikov

tanim1 da daha ¢ok niimerik algoritmalarda kullanilmaktadir. Ayrica kesirli mertebeden
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tirev alma yontemlerinin tamami klasik tlirevin aksine zincir kuralini saglamaz

(Cetinkaya, 2018).
2.2.1. Euler Tanim

Euler tanimi kesirli mertebeden tiirev uygulamalarinin kolay yoldan ¢6ziimiini

yapmakta daha ¢ok kullanilir ancak lineerlik 6zelligi her zaman saglanmayabilir.

Kesirli mertebeden tiirevin sonuglari,

anxm _ rm+1) m-n
dxmn r(m—-n+1)

(2.13)

(Karet, 2015), bagmtisindan bulunur. Burada m fonksiyonun derecesi, n ise mertebedir.
2.2.2. Griinwald-Letnikov Tanimi

f(t) fonksiyonu i¢in a ve t’ler limit degerleri olmak {lizere Griinwald-Letnikov tanimi,

DYf() = lim nso hP Xr_o(—1)"C(p,7)f(t —Th) (2.14)
nh=t-a
(Soytas, 2006), seklindedir. Bu esitlikte p = m ise m. mertebeden tiirev ve eger p = -m

ise m katli integral olur.
2.2.3. Riemann-Liouville Tanimi

Genellikle bu tanimda yaptigimiz sol tiirev (S6kmen, 2012), almaktir. Yani burda sag
tirev ihmal edilebilir. Bunun sebebi ise verilen fonksiyonun simdiki durumu
gelecekteki durumuna (Sokmen, 2012), bagl degildir. Yani bu ifade de ilk olarak
integral alip daha sonra tiirev islemi yaparak kesirli mertebeden tiirevin sonucu bulunur.

Riemann-Liouville'nin genel bagntist,

aife _ 1 ar [T j@ar
dx4q _F(n—q)dxn 0 (x—t)1—n+q

(g>0vegqeRven-1<q<nne2) (2.15)
(Cansiz, 2010), seklindedir. q burada mertebeyi, n ise q'nun lstiindeki en kiiglik

tamsay1y1 temsil eder. Ayni1 zamanda Riemann-Liouville tanimi1 genel olarak lineerlik

kosulunu saglar.
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2.2.4. Caputo Tanimi

Caputo tiirev alma yontemi diger yontemlere gore oldukca daha kullanighidir. Daha
gercekei sonuglar verir. Riemann-Liouville'den farki ise aslinda ters mantiginin

olmasidir. Yani burada ilk olarak tiirev alinip daha sonra integral alinir. Caputo tanimi,

DLf(x) = m:_#) fox(x - t)m_“_l(i—n;f(t) dt (m-1 < Re(n) <m) (2.16)

(Sokmen, 2012), genel bagintis1 ile ifade edilir. p burada mertebeyi, m ise p'niin
istlindeki en kiiclik tamsayiy1 temsil eder. Ayni zamanda Caputo tanimi genel olarak

lineerlik kosulunu saglar.

Asagida kesirli mertebeden tiirevle ilgili orneklere yer verilmistir. Burada kesirli
mertebeden tlirev yontemlerinin uygulamalardaki farkli yoldan ¢oziimiinii gostermek

amaclanmugtir.

2.3. Kesirli Mertebeden Tiirev Ornekleri

a) f(x) = x fonksiyonunun % mertebeden tiirevini (Soytas, 2006), Riemann-Liouville ve

Euler tanimiyla bulunuz.

Coziim: i1k olarak soruyu Riemann-Liouville tanimindan ¢dzelim.
0<q=<l,n=lveq= % degerleri,

aife) _ 1 ar [T j@ar
dx1 _F(n—q)dxn 0 (x—t)1-n+q

X
1
dzf(x) 1 d tdt
1 = T\ ;o 1
dxz 1"(1—5) dx ; (x—t)l_“f

X
1
d2f(x) _ 1 d tdt
e -1
wz T(3) | -0z

t = ux, dt = xdu doniisiimii uygulanirsa,

ifadesinde yerine yazilirsa,
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1
1
az 1d 2 d
f(lx):__x2 u u1
v dx (1-w2
0

dxz

1
dzf(x) 2 1
— =

dxz
bulunur.
Diger taraftan da soruyu Euler tanimindan ¢ozersek;
f(x)=x,n= %ve m =1 degerleri,

d*x™ _ r(m+1)
dxn r(m—-n+1)

x™~" ifadesinde yerine yazilirsa,

1
dzx _ r(+1) 1_%

e r(1-3+1)

re) 1.
= X2 1se
r3)

1
Zf 2 1
d (X)Z—xz

> Vm

dxz

bulunur.

b) f(x) = x fonksiyonunun % mertebeden tiirevini Caputo tanimi yardimryla bulunuz.

Cozim: 0 < uy <1l m=1veyu-= % degerleri asagidaki ifadede yerine yazilirsa,

DGO = iy | om0 @

1 1 x 12114

2y = Y

Dix = r(1—1)j (x—1t) 2 ~tdt
2770
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2 - —
Dx—r()f (x—1t) zdt

t = ux, dt = xdu doniisiimii uygulanirsa,

sz—% (1—w)zdu
1 1
o) 2

bulunur.

¢) f(x) = x3 + 3x2 + x + 1 fonksiyonunun % mertebeden tiirevini (Soytas, 2006), Euler

tanimiyla bulunuz,

Cozim:
1
dzx3 _ Tr(3+1) 3_%
1 = 1
az T(3-3+1)
r@ 3
X2

dzx3 _ 16 3
— = ——=x2 bulunur.
dxZ 5VT
1
dzx? _ r(2+1) 2_%
1 = 1
A2 r(2—5+1)
ra) 32
= (5) X2
r(3)
1
dzx? g 3
T~ — = 2
dx2 3T
bulunur.
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dzx _ r(1+1) 1_%

s r(1-3+1)

_re 1

)

1

dzx _ 2 L
I EX? bulunur.
dx2 T
1
dz1 _ r(1+0) 0_%

i F(O—%+1)

ra -1
_rw o
rz)
1
dzx s
1T X bulunur.
dxz n

Kesirli tiirevlerin lineerlik 6zelliginden ifadenin sonucu asagidaki gibidir.

1
dz(x3® +3x2+x+1) _ 16 3 g 3 2 L 41 _1
=—x2+3—xz2+—=—x2+—x 2
dx% 5Vrm 3Wrm Vi VT

d) f(x) = x3 fonksiyonunun % mertebeden tiirevini (Soytas, 2006), Euler ve Riemann-

Liouville tanimiyla bulunuz.

- 3 y S
Coziim: f(x) =x3,n = 5 Ve m =3 degerleri yerine yazilirsa,

1
dzx® _ r(3+1) 3_2

e r(3—;+1)

g 32 b
= —X2
ﬁx ulunur.
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Diger taraftan soruyu Riemann-Liouville tanimindan ¢ozelim. q = ;, n = 2 degerleri

asagidaki bagintida yerine yazilirsa,

afx) _ 1 ar [T r@ae
dx1 _F(n—q)dx” 0 (x—t)1-n+q

X
3
dzf(x) 1 d? t3dt
27 (L) axz? 243
dxz F(E) dx ; (x—t)l 245

X
3
dzf(x) 1 d? t3dt
3 T D\ .z -1
ez T3 | -0z

t = ux, dt = xdu doniisiimii uygulanirsa,

3
dzf(x) _ 8 3
3 _\/—Exz

dxz
bulunur.

e) f(x) = x fonksiyonunun % mertebeden tiirevini (Soytas, 2006), Euler tanimi

yardimiyla iki kere aliniz.

Coziim: n = % ve m = 1 degerlerini ifadede yerine yazalim.

1=

1
dzx r(i+1) 1_%
= D
dx2 r(1—5+1)

re)

()

1
X2

1

dzx _ 2 x%
Ex-Z
dxz G
bulunur.

Simdi de buldugumuz fonksiyonun ayni mertebeden tiirevini alalim.
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1 1 1
dz dzf(x); _ dz 2 1
—l— T 1=z
dx2 dx2 dx2

? a2 L7

T

d—i[dzf(lx)] = 22"1 = | bulunmus olur.
dxz dx2 Vr 1

Diger taraftan soru,

1 1 11

dz d2f(x)y _ d2'2f(x)
L R W
dxz dxz dxz*z

_ @
ax

seklinde de bulunabilir.

f) f(x) = x fonksiyonu i¢in asagidaki esitligin (Soytas, 2006), dogrulugunu gosteriniz.
a2 141 3
o <D§f(x)) =D, *f(x)=D{f(x)

Coziim:

da

f(x) = x olduguna gore once, =

1
(Df f (x)) ifadesini hesaplayalim.
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1 X
dzx 1 d tdt
1= T T
az T(3)ax , a2
t = ux, dt = xdu doniligiimii uygulanirsa,

1
dzx _ 1 d 4 3

o Eaa™)
212\/5
V1
=2
_\/E\/E

1

d, 2 b
E(ﬁﬁ)‘m

3
bulunur. Diger taraftan D?f (x) ifadesini hesaplayalim.

3 X
dzx 1 d? tdt
327 (L) dx2 i
axvz  T(3) % | (02

t = ux, dt = xdu doniligiimii uygulanirsa,

3
dzx 1 d?2 4 32
— x2)

3 2
das VT dx2'\3
1d,1
=4 S (=2Vx
Vi dx (\/E )
3
dzx _ 1
—=—
dxi VITX

bulunur. iki ifade de ayni oldugundan dolayz,
VAR 14l 3
;(Dif(x)) =D, *f(x)=D{f(x)

esitligi gergeklenir.
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2.4. Kesirli Mertebeden Tiirevlerin Ozellikleri
2.4.1. Lineerlik

Tam sayili mertebeden tiirevler gibi Griinwald-Letnikov, Riemann-Liouville, Caputo
kesirli mertebeden tiirevler de lineerlik Ozelligini saglarlar. Ancak Euler taniminda

lineerlik 6zelligi her zaman saglanmayabilir. Lineerlik 6zelligi,

DP(Af(t) + ug(t)) = ADP(Y) + uDPg(t) (2.17)
(Er, 2015), seklindedir.

2.4.2. Homojenlik

Kesirli mertebeden tiirevler de tam sayili mertebeden tiirevler gibi homojenlik 6zelligini

saglarlar. Homojenlik 6zelligi C sabit olmak iizere,

D¢ [Cf(1)] = C[D(1)] (2.18)
(Er, 2015), seklindedir.

2.4.3. Birlesme

Belirli kosullar altinda,

D*DF = pPDp*

papB — pa+B (2.19)
Df=g->f=D"%

(Er, 2015), saglanir. f(t) siirekli fonksiyon olmak iizere a ve [ pozitif sayilari i¢in a <

P saglaniyorsa,
D*[D~Pf(t)] = D*Pf(t) (2.20)

(Er, 2015), gerceklenir. Ancak once tiirev sonra integral alinirsa,

DP[DF(t)] = DPE() - £ s, S plerkh(q) (2.21)
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(Er, 2015), gergeklenir.
2.4.4. Leibniz

Leibniz o6zelligi, iki fonksiyonun carpiminin tlirevini bulmak i¢in kolaylik saglar.
Ozellikle kesirli mertebeden tiirevi bilinen bir fonksiyon ile bir polinomun ¢arpiminin
kesirli mertebeden tiirevini (Cansiz, 2010), bulmak i¢in ¢ok kullanighidir. Leibnizlik

ozelligi,
DEION= ) (3) 9P @DEHF© (222)

(Cansiz, 2010), seklindedir.

Leibniz formiilityle seri halleri mevcut fonksiyonlarin kesirli mertebeden tiirevleri

(Ordulu, 2012), bulunur.
2.5. Kesirli Mertebeden Tiirevlerin Laplace Doniisiimleri
2.5.1. Griinwald-Letnikov Kesirli Mertebeden Tiirevin Laplace Doniisiimii

0 < a < 1 olmak iizere, Griinwald-Letnikov kesirli mertebeden tiirevin Laplace

dontigiimii,

L{DZf(t) ; s} = s*F(s) (2.23)
(Cavus, 2006), seklindedir.

2.5.2. Riemann-Liouville Kesirli Mertebeden Tiirevin Laplace Doniisiimii

a>0ven-1< a < n olmak ilizere, Riemann-Liouville kesirli mertebeden tiirevin

Laplace doniisiimii,
L{DEF(D:s} = s9F(s) - 3 p_y K [DETTLF ()= (2.24)
(Cavus, 2006), seklindedir.

Riemann-Liouville Kesirli tirevinin Laplace dontsiimiinin fiziksel problemlere

uygulanabilirligi (Cavus, 2006), sinirhidir.
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2.5.3. Caputo Kesirli Mertebeden Tiirevin Laplace Doniisiimii
n -1 < a < nolmak iizere, Caputo kesirli mertebeden tiirevin Laplace doniisiimii,
L{DEF(t):s} = s“F(s) - Tr=g s* 71 F4(0) (2.25)

(Cavus, 2006), seklindedir. Caputo Kesirli tiirevinin Laplace doniisim denklemi, ele

alinan problemin fiziksel yorumlarin1 (Cavus, 2006), kesin yapmamizi saglar.
2.6. Kesirli Mertebeden Tiirevlerin Fourier Doniisiimii

Griinwald-Letnikov, Riemann-Liouville, Caputo kesirli tiirevleri i¢in ayni formdaki

Fourier doniisiimii,
FADg(t) ; W} = (—iw)* " F{g™(t) ; w}

= (=) (—iw)"G(w)

=(—iw)*G(W) (2.26)

(Cavus, 2006), seklindedir. Yukaridaki esitlikte D*g(t) gosterimi; Griinwald-Letnikov
—ooP: “g(t), Riemann-Liouville —ooP “g(t) ve Caputo _ED;%g(t) kesirli tiirevlerini
(Cavus, 20006), temsil etmektedir.
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3. KESIRLI DIFERANSIYEL DENKLEMLER VE UYGULAMALARI
3.1. Kesirli Mertebeden Sabit Katsayili Lineer Homojen Diferansiyel Denklemler

{quu(t) + BD%u(t) + Cu(t) = 0 (3.1)

u(te) = 0,D%(ty) = ue?

(3.1) denkleminin ¢oziimii u = E, 1 (rt?) seklindedir (Sambandham ve Vatsala, 2015).

Burada D?9u = D9(D%u)’dur. (3.1) denkleminin karakteristik denklemini bulalim.

2+ Br+C=0

a) B2- 4C > 0 ise farkl iki gercek koke sahiptir ve (3.1) denkleminin genel ¢dziimii,

U(t) = c1Eq1(r(t — t0)9) + 2Eq1 (12 (t — £0) ) (3.2)
(Sambandham ve Vatsala, 2015), seklindedir.

b) B2 - 4C =0 ise r = r; olacak sekilde cakisik kokler vardir ve (3.1) denkleminin genel

¢Ozumii,

—tn)4
U = €1Eq1 (¢ = £0)T) + ¢ o B g (i (¢ = £0)7) (3:3)

(Sambandham ve Vatsala, 2015), seklindedir.

c) B2 - 4C < 0 ise r igin iki karmagik kokiimiiz vardir ve (3.1) denkleminin iki dogrusal

bagimsiz ¢oziimii,

U(t) = c1Eq 1 (A + 1) (t = o)) + c2Eq1 (A — i) (t — £0)?) (3.4)
(Sambandham ve Vatsala, 2015), seklindedir.

A =0 i¢in,

(- D* Qe

I (2k+Dg+1) (3.5)

Sinq(ut) = Zl?zo

(-D* Qe

T (2kq+1) (3.6)

cosy(nt) = Tig
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(3.5) ve (3.6) denklemlerinde g = 1 secilirse sin(ut) ve cos(ut) fonksiyonlari olusur
(Sambandham ve Vatsala, 2015).

Ayrican—1 <na <n, b; € R degerleri i¢in,
o by Diu(t) = 0 (3.7)

(Erman, 2020), homojen sirali kesirli diferansiyel denkleminin ¢oziimi E,(rt%)

formundadir. Burada r’ye karsilik gelen karakteristik denklem,
P()=Y"ob; 1t (3.8)

(Erman, 2020), seklindedir. (3.7)’de, (3.8) karakteristik denkleminin k tane gakisik 7,

kokii varsa (3.7) denkleminin ¢oziimii,
_ tia .
U(t) = coEq(rot®) + X ¢ gEclz,ia(Tota) (3.9)
(Erman, 2020), seklindedir.
3.1.1. Ornekler
a) D24y(t) - 3D4u(t) + 2u(t)=0

u(0) =0, D9(u(0)) = 1, 0,5 < q < 1 sartlarim1 saglayan Caputo diferansiyel denkleminin

¢oziimiinii (Sambandham ve Vatsala, 2015), bulunuz.
Coziim: Ik énce Caputo diferansiyel denkleminin karakteristik denklemini bulalim.

r? - 3r + 2=0 ise r; = 1 ve r, = 2 bulunur. u(t) denkleminde bulunan degerleri yerine

yazalim.

ut) = c1Eq1((t —t)9) + cEq1(2(t —t)9) olur (Sambandham ve Vatsala, 2015).

Simdi de verilen kosullardan yararlanarak c,ve c,degerlerini bulalim (t, = 0).
cptc; =0

c;+2c,=1isec; =-1ve c, =1 bulunur.
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O halde,

ut) = —Eq1((t —to)9) + Eg1(2(t — to)?) seklinde bulunmus olur (Sambandham ve
Vatsala, 2015).

b) D29u(t) - 2D9u(t) + u(t)=0

u(0) =0, DY(u(0)) = 2, 0,5 < g < 1 sartlarin1 saglayan Caputo diferansiyel denkleminin

¢oziimiinii (Sambandham ve Vatsala, 2015), bulunuz.
Coziim: 11k 6nce Caputo diferansiyel denkleminin karakteristik denklemini bulalim.

r2-2r+1=0iser, =1ver, =1 bulunur. u(t) denkleminde bulunan degerleri yerine

yazalim.

(t—to)?

u) = c1Eq 1 ((t—t)?) + ¢, Eqq((t —to)?) olur (Sambandham ve Vatsala,

2015). Simdi de verilen kosullardan yararlanarak c,ve c,degerlerini bulalim (t, = 0).
c;=1
c;+c,=2isec; =1ve ¢, =1 bulunur.

O halde,

ut) = Eq1((t — t)?) + (t_;(’)q Egq((t —t5)?) seklinde bulunmus olur (Sambandham

ve Vatsala, 2015).
c) D29u(t) + u(t) =0

u(0) = 0, D(u(0)) = 1 veya u(0) = 1, D9(u(0)) = 0, 0,5 < g < 1 sartlari1 saglayan

Caputo diferansiyel denkleminin ¢6ztiimiinii (Sambandham ve Vatsala, 2015), bulunuz.
Coziim: ik dnce Caputo diferansiyel denkleminin karakteristik denklemini bulalim.

r2 +1=0ise r;, =-i ve r, = i bulunur. Burada bulunan kd&klerin reel kismi1 0

oldugundan,
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i) u(0) =0, D9(u(0)) = 1 degerleri igin (t, = 0),
u(t) = sing(t9)

t24(-1)k
I (2kg+1)

= Y=o bulunur (Sambandham ve Vatsala, 2015).

i) u(0) = 1, DY(u(0)) = 0 degerleri igin (t, = 0),
u(t) = cos, (t?)

t(2k+1)q(—1)k

= Y=o @ DD bulunur (Sambandham ve Vatsala, 2015).

3.2. Sirah Zaman Kesirli Dalga Denklemini iceren Matematik Probleminin

Coziimi

Bu kisimda Dirichlet sinir ve baslangi¢ kosullarina tabii dalga denkleminin analitik

¢cOziimiinii degiskenlerine ayirma yontemiyle bulacagiz. Var olan problemimiz,

D u=c%u,,0<x<L0<a<l
u(x, 0) = ¢(x), Diu(x,0) =y(x) (3.10)
u(0, t)y=u(l,t)=0
seklindedir. O halde,

Uy -2 =0,0<x<1
u(x, 0) = ¢(x), u(x,0) =w(x) (3.11)
u(0,t) =u(l,t)=0

denklemi, (3.10) denkleminde a = 1’in yerine koyulmasiyla elde edilir. Problemi iki
ayr1 kesirli ODE(Ordinary Differential Equation)’ye indirgemek icin degiskenlerin
ayrilmas1 yontemi uygulanmaktadir. Analitik ¢6ziimi, belirli bir 6zdeger probleminin

0z fonksiyonlaria gore bir Fourier serisi bigiminde elde edilir.

D?®u(X, t)’nin sirali oldugunu varsaydigimiz i¢in, asagidaki bilesik kurala uyar:
D**u = D%(D"u)

Aradigimiz (3.10) problemindeki dalga denkleminin bir ¢6ziimdi,
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ux, t; o) = X(x)T(t; o) (0<x<1,0<t<T) (3.12)
(Cetinkaya ve dig., 2019), seklindedir.

Dalga denkleminin tiim ayrilmis ¢oziimlerini bulmaya calisalim. (3.12)” deki ifade

(3.10) probleminde yerine yazilirsa,
X(X)DXT(t; o)) = X (X)T(t; o) (3.13)
elde edilir. Bu denklemin her iki tarafini - ¢2X(X)T(t; o)’ ya bolersek,

X _ DTt a) _

X | 2T o) (3.14)
olusur. Acik¢a A bir sabittir, ¢iinkii A = - % igin x’ten, A = - );T(XX)) i¢in t’den
bagimsizdir.

Dalga denklemindeki sinir kosullarindan,

XO)T®) =X(T({M)=0,Vt=X(0)=X()=0 (3.15)
(Cetinkaya ve Demir, 2020), esitligini elde ederiz. (3.14)’teki ifadeden de,

XY ) +AXx)=0 (3.16)
elde edilir. (3.16)” daki kesirli diferansiyel denklemin ¢6ziimii,

X (x) = Ccos(px) + Dsin(px) (3.17)

bi¢iminde olur. (3.15)’teki ifadeler (3.17)’de yerine koyulursa,
X (0)=C=0ve X ((I) = Dsin(pl) = 0 olur.

D = 0 olursa 6nemsiz sifir ¢6ziim olusur. Bu nedenle, sin(fl) = 0 (Cetinkaya ve dig.,

2020), oldugu durumu ele aliriz. Sonug olarak,

)n=1,2,3,...i¢in fl =nn

i) n=1,2,3,.... igin &y = (%), X,(x) = sin(=) olur.
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Her bir A, (n=1,2,3,...) 6zdegeri igin (3.14)’teki denklem,
(DXT) (6 o) + (T Tyt @) = 0 (3.18)
kesirli diferansiyel denklemini verir.n=1, 2, 3,... i¢in T, (t; o),

cnm

T,(t; o) = Ancosa(T t*) + aninu(g t%) (3.19)

. . nm .2 c. .
¢oziimiine sahip olur. Her bir A, = (Tn) (n=1,2,3,...) 6zdegeri i¢in,

u, (3t o) =Xp()T, (6 )

nmx

= [Ancosa (? t“) + Bysing (? to‘)] sin (T) (3.20)

ifadesini elde ederiz. Burada A,,, B, keyfi sabitlerdir. Dalga denkleminin ¢6ziimlerinin
dogrusal bir kombinasyonu ayni zamanda bir ¢6ziim oldugundan, herhangi bir sonlu

toplam,
ux,t) =Y, [Ancosa($ta) + anina($ta)]sin(“’l‘—") (3.21)
seklinde elde edilir.

Burada u(x, t), (3.10) problemindeki hem kesirli denklemleri hem de siir kosullarini
saglayan bir ¢oziimdiir. Sinir deger problemimiz (3.10)’un ¢6ziimiini, ayrilmis
¢ozlimlerin dogrusal bir kombinasyonu olarak bulacagiz. Bununla birlikte, (3.21)
formundaki sonlu toplamlar ¢cok 6zeldir, ¢linkii her fonksiyon siniislerin ve kosiniislerin

toplamu gibi degildir. Baslangigtaki sinir kosullar1 yardimiyla,

0(x) = X Aysin(=-) (3.22)
Diu(x,t) =Y [A, % sin,( Clﬂt“) + B, g cos,( g t*)]sin( mlt—x) olmasiyla da,

¥(x)=Y.B, T sin(?) (3.23)

elde edilir. A,, B, katsayilarini asagidaki gibi elde edebiliriz.
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u(x, 0) = ¢(x), D{u(x, 0) = y(x),
Ay =3 f, sin(Z)d(x)dx (3.24)

B, =2 [ sin( 2 )P(x)dx (3.25)

Sonug olarak bu ifadelerin bulunmasiyla da problemin ¢6ziim,
U0, ) = Tiies [Ancosy(SF19) + Bysing (5 Jsin( ) (3:26)
seklinde olur.

Bu kisimda, bu calismada kullanilan yontemin etkinligini ve dogrulugunu kanitlamak

icin bazi agiklayici 6rnekler sunulmustur.
3.2.1. Ornekler

a) Zaman kesirli dalga denklemini igeren asagidaki baslangi¢ siir degeri problemini

diistinelim:

u(0,t)=u(1,t)=0
u(x, 0) = sin(5nx) +2sin(77nx)
k D{u(x,0) =0

{Df“u(x, t) = cPUy (X, 1), 0<x <1,t0,0<a<1

u(x, t) = Yo, sin(nmx)[ A, cos,(cnmt®) + B sing(cnmt®)]

A, ve B,’ i1 degerlendirmek i¢in integral formiiliinii kullanmak gerekli degildir. Sadece

katsayilar1 eslestirerek dogrudan gozlemlemek daha kolay olacaktir.

sin(57x) +2sin(77x) = u(x, 0)

1 n=5
=¥®  Asin(nmx) = A,={2 n=7
0 n#5,7

0 =D{u(x, 0)

=y, ennB,sin(nmx) = B, = 0 (n € N igin) bulunur.
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Bulunan degerler yerlerine koyulursa agagidaki ¢6ziim elde edilir.
u(x, t) = sin(57x)cos,(Scmt*) + 2sin(7nx)cos,(7cmt™)

Eqa (int%) — Eq (~iut9)
2i

sing(ut?) =

2K+
=y CD )
k=0 (2k+1)q+1)

_ Eq (%) + Eg 1 (i)
cosg(utd) == > 4

2%
=y ED )
k=0T okq+1)

u = Scm ve & = 7cm segilirse,

(ipt®) + Eq, 1 (-ipit?)
2

(i8t") + Eq, 1(-i8%)
2

u(x, t) = sin(5mx) Fo.1 + 2sin(77nx) Fo.1 olur.

b) Zaman kesirli dalga denklemini i¢eren asagidaki baslangi¢ sinir degeri problemini

diistinelim:

D%u(x, t) = cPug(x, 1), 0<x < 1,t>0,0<a<1
u(0,t)=u(l,t) =0
u(x,0) =x(1 —x)
D{u(x,0)=0

u(x, t) = Yo, sin(nmx)[ A, cos,(cnmt®) + B, sing(cnmt®)]

A, ve B, katsayilar1 su sekilde hesaplanir:
A, =2[) x(1 - X)sin(nax)dx,

B,=2] 01 Osin(nnx)dx =0

Asagidaki hesaplamalar yardimiyla,

1. 1 1d
Jy xsin(nmx)dx = [ — ——cos(nmx)dx

29



1. _1d 1
J, xsin(nmx)dx = - — J, cos(nmx)dx

d
= sm(mtx)|
= - cos(nm) —
[ x?sin(nmx)dx = f - 2sm(mtx)dx

LE Lo
— qnz o cos(nmx
22 2
= cos(nm) ey

A, = 2f01 x(1 — x)sin(nmx)dx

- n?n? 2
]

1 2
= 2[— cos(nm) —3 cos(nm) i

[1- cos(nm)]

n33

_ {n3i3 n tek sayisi icin
0 n ¢ift sayis1 icin

Bulunan degerler yerlerine koyulursa asagidaki ¢6ziim elde edilir.

ux,t) =Y =1 n31'[ sin(nzx)cos, (cnmt™) olur.
n tek

3.3. Baz1 Kesirli Fonksiyonlarin Kesirli Tiirevleri ve Uygulamalar

0 < a <1, n negatif olmayan bir tam say1, ¢y, ¢, ..., ¢, gercek sabitler, ¢, # 0 ve X

gercek bir degisken olsun. O zaman (3.27) denklemi,

P(x®) = Xk=o i Prc(x*) (3.27)
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(Yu, 2020), tiim k icin,

1
pre(x®) = r(mﬂ)xko‘ (3.28)

(Yu, 2020), olmak tizere n. dereceden ve a. mertebeden kesirli polinom fonksiyonu
olarak adlandirilir. O halde 0 < a < 1 ve n, k negatif olmayan sayilar i¢in asagidaki
esitlik,

Pr-n(x%), egerk zn,

0, egerk <n (3:29)

(D" [P = {
(Yu, 2020), seklinde gerceklenir.

n =1 degeri (3.29) denkleminde yerine yazilirsa,

(D [P (x9] = (DN oy ¥

— 1 (k-Da
r((k-1a+1)

= s () =

(Yu, 2020), elde edilir. Simdi de 0 < a < 1 ve n, k negatif olmayan sayilar oldugunu
varsayalim. O zaman, (Qo—o@n(DS)™)[pr(x*)] denklemi (3.29) denkleminin

yardimiyla,
=0 an (D)) [P (xN)] = Lnzo an (DX)" [Pr(x*)]
= Zﬁ:o an pk—n(xa) (331)

(Yu, 2020), denklemine esit olur. Ayni sekilde 0 < a < 1, n pozitif bir tamsay1 ve A

karmasik sayisi igin,
(D) [Ea(rx®)] = A"Eq(Ax®) (3.32)
(Yu, 2020), saglanr.

n =1 degeri (3.32) denkleminde yerine yazilirsa,
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(D) [Eal0x)] = (D) [0 o]

(D) [AKxk]
r'(ko+1)

_voo AROHxFY
T &k=0 Pr(ra+1)

_ g Ay (k=D
k=1r(k-1)a+1)

)kaka
- (o]
=2 Zk=o r(ka+1)

= AE,(\x%) (3.33)

(Yu, 2020), elde edilir. O zaman, 0 < a < 1, n pozitif bir tamsayi, A karmasik say1 ve

f(z) = Yoo anz™ olmak iizere,
f(D)NE(x®)] = (Xi=o an (DX)")[Ea(Ax*)]

= Y=o an (D) " [Ea(Ax)]

= (Xn=o0 an A")Eq(Ax®)

= f(A)E(Ax%) (3.34)
(Yu, 2020), gergeklenir. (3.34) denkleminde a = 1 kabul edilirse,
1) [exp(x)] = F(A)exp(ax) (3.35)
(Yu, 2020), esitligi olusur. Ayni1 zaman da f(z) = Y,;_, a,z™ olmak iizere,

f(DF)[sing(bx®)] ifadesi (3.36)’ya, f(DF)[cos,(bx*)] ifadesi de (3.37)’ye esittir (f(ib)
# 0). O halde,

f(DX)[sing(bx®)] = (Xnzo an(Dx)")[sina (0x®)]

= Xn=0 an (DY) [sing (bx*)]
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f(DY)[sing (bx?)] = 2%, a,, bP[c0s= sing (bx®) + Sin"= cosq(bx®)]
2 2

=% a, b"[Re[e’? |sing(bx®) + Im[e’ 2 |cosy (bxY)]

= (Un=o0 anRe[(ib)"]sing(bx®) + (Xn=o anIM[(ib)"])cosy (bx*)

= Re[Xazo an (ib)"]sing(bx*) + IM[X;Zo an(ib)"]cosy(bx*)

= Re[f (ib)]sing(bx®) + Im[f (ib)]cose(bx®) (3.36)
(Yu, 2020), gergeklenir.
Benzer sekilde,
f(Dx)[cosa(bx®)] = (Xr=o an(Dx)™)[cosq(bx)]

= Ln=0 an(Dx)"[cosa(bx*)]

= Yo @y b"[COS™ o5, (bx) - SIN"* sing (bx®)]

=¥ a, b[Re[e' |cos, (bx®) - Im[e? ]sing (bx®)]

= (Xn=o anRe[(ib)"])cosq(bx®) - (Xnzo anIm[(ib)"])sing(bx®)

= Re[Xnzoan (ib)"]cosy(bx*) - IM[X5, an(ib)"]sing(bx®)

= Re[f (ib)]cosq(bx®) - Im[f (ib)]sing(bx®) (3.37)

(Yu, 2020), gerceklenir. Bu denklemler araciligiyla da sabit katsayili homojen olmayan

dogrusal FDE nin ¢6ziimiinii bulalim. Diyelim ki 0 < a < 1, n pozitif bir tamsay1, a,,

a, ..., a, gercek sabitler (a,, # 0) olsun. Bu sabit katsayili homojen olmayan dogrusal
FDE,
(@ (D™ + a1 (DO + ...+ ay DF + ag) [y(x*)] = 9(x) (3.38)

(Yu, 2020), seklindedir. (3.38) denkleminin &6zel bir ¢éziimii vardir. Bunun igin de
denklemin her iki tarafini (a,(DH"™ + a,_, (D™ ! + ... + a,D¥ + a,) ifadesine

bolelim. Boylece,

33



1
R s = Eaaas s L) 339)

(Yu, 2020), elde edilmis olur.

(3.38) denklemindeki @ = 1 durumu sabit katsayilar sonucu geleneksel homojen

olmayan lineer adi diferansiyel denklemdir (Yu, 2020).

Son olarak da 0 < a < 1, n pozitif bir tam say1, a,, a4, ..., a, gergek sabitler (a,, # 0)

olsun. A, B, C, D, b reel sayilari i¢in,

1
anzZ™+ ap—1z" 1+ .. +az+ag

f(z) =

= Z%:O Cmz™ (3.40)
(Yu, 2020), gerceklenir.

Sabit katsayili homojen olmayan dogrusal FDE’ nin ¢6ztiimiini diisiinecek olursak dort

tane durum ortaya ¢ikar.

(@n (D)™ + - (D)™ + ... + @y DF + ao) [y(x™)] = 9(x*)

a) Eger g(x%) = A.pi(x%) ise, (3.38) denklemi 6zel ¢oziime sahiptir. O halde,

Yp(x%) = AL =0 CmPr—m () (3.41)
(Yu, 2020), seklindedir.

b) Eger g(x*) = B.E,(bx®) ise,

B
anb™+ an_1b" 1+ ... +a1b+ay

yp(x*) = E,(bx®) (3.42)
(Yu, 2020), seklindedir. (a,b™ + a,_1b™* + ... + a;b + ay #0)
c) Eger g(x%) = C.siny(bx?) ise,

¥p(x*) = C. { Re[f (ib)]sing(bx®) + Im[f (ib)]cosq(bx“)]} (3.43)

(Yu, 2020), seklindedir. (a,(ib)™ + a,_1(ib)™ ! + .. + a;(ib) + ay # 0)
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d) Eger g(x®) = D.cose(bx®) ise,

¥p(x%) = D. { Re[f (ib)]cosa(bx*) - Im[f (ib)]sin (bx*)]} (3.44)
(Yu, 2020), seklindedir. (@, (ib)™ + an_1(ib)"* + ... + a;(ib) + ao # 0)

(3.38) denkleminde o = 1 kabul edilirse,

(O + Gy o+ @y e+ ag) [YO)] = (%) (3.45)

(Yu, 2020), esitligi olusur.

Sabit katsayili homojen olmayan bu diferansiyel denklemin ¢oziimii i¢in dort tane

durum ortaya ¢ikar.

a) Eger g(x) = App(x) = %xk ise, (3.45) denklemi 6zel ¢oziime sahiptir.

O halde,

Yp(¥) = A X =0 CmPr-m(X) (3.46)
(Yu, 2020), seklindedir.

b) Eger g(x) = B.exp(bx) ise,

B
anb™+ an_1b"" 1+ .. +a.b+ay

Vp (%) = exp(bx) (3.47)
(Yu, 2020), seklindedir. (a,b™ + a,_1b™ ™ + ... + a;b + ay #0)

¢) Eger g(x) = C.sin(bx) ise,

¥, (%) = C. { Re[f (ib)]sin(bx) + Im[f (ib)]cos(bx)]} (3.48)
(Yu, 2020), seklindedir. (a, (i)™ + a,_, (i)t + ... + a,(ib) + ag % 0)

d) Eger g(x) = D.cos(bx) ise,

¥p(x) = D. { Re[f (ib)]cos(bx) - Im[f (ib)]sin(bx)]} (3.49)
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(Yu, 2020), seklindedir. (a,(ib)" + an_1(ib)"* + ... + a,(ib) + a, # 0)

Bu c¢alismada kesirli diferansiyel operatdr yontemi, sabit katsayilara sahip homojen

olmayan FDE’nin 6zel ¢oziimiinii elde etmek i¢in kullanilmistir (Yu, 2020).

Bu kisimda, bu ¢alismada kullanilan yontemin etkinligini ve dogrulugunu kanitlamak

icin bazi agiklayici drnekler sunulmustur.

3.3.1. Ornekler

&) (D[P (x3)1 =2 (Yu, 2020)

Coziim:
nOPs ()1 = (0F - 20 + v (+2)]

() 2 ()

oy
wIN
[N

Il

ﬁ
2|
=

bulunur.

b) (e"p“’x)) [E1(4x3)] = 2 (Yu, 2020),

cos(Dz) 2

Cozlim:

1

cos(DZ) 2 (4) 2

bulunur.
¢) (a2 1”(M) [exp(4x)] = 2 (Yu, 2020),
Coziim:
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e "‘dx)) [exp(4)] = 22 exp(4x)

bulunur.
1
d) (————)[ sina(3x7)] = ? (Yu, 2020),
2(DE)2-4Dk+1 *
Cozim:
. 1
(1—)[51n1(3x4)] Re[_2(3l)2 2Gi )+1] sm%(3x4) + Im[2(3i)2—4(3i)+1

2(D4)2 4D4+1

=- ESlnl(:?,xz;) +— COS1(3X4)

bulunur.
1
6) (——————)[ cos1(6x2)] = ? (Yu, 2020),
3(D2)3+ 5(D2)2-7D2—4 2

Coziim:
( : )[ cos:(6x7)] = Re[ . | coss(65)
T T )| cos1(6x2)] = Re[——=——5———] cos1(bx2) -
3(D2)3+ 5(D2)>-7D2-4 2 3(60)3+5(60)2-7(61)—4 2
1 . 1
m[3(6i)3+ 5(6i)2—7(6i)—4] Sln%(ﬁxz)
1
= - Soom: 0051(635) %0 _ sina(6x2)
509956 509956 >

bulunur.

1

f) (5(13,%)3 - Z(D,%)Z — 4D% + 3)[y(x2)] = 6. p,(x2) (Yu, 2020)
Cozim:

Yy (x2) = (——— ) [6. p(x2)]

5(D2)3—-2(D2)2-4D2+3
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1 1
1 4 5 22,5 1
=6.C+;D; + (D) + ) [p2(x2)]
1 1 4 1 22 1
= 6.6 p2(x7) + 21 (x2) + Zpo(x2))

1 8 1 a4 1
= 2p,(x7) + 2 py (x2) +2 o (x7)

16 1 44
=2X+-—F7=x2+—
3WVm 9

bulunur.

1

) ((D2)? + 27 + 3)ly(ed)] = 4.E:(225) (Y, 2020),
Cozlim:
9y () = 5 Ea(29)

bulunur.

1

) (2(DH)? — 4D3 + 1)[y(x4)] = sina(3x) (YU, 2020),
Cozlim:

Y () = (— ) sina(3x)]

2(D)2-4aD}+1 4
17 . 1 12 L

= - —sini(3xs) + — cos1(3x+) bulunur.
433 z 433 z

1

) B(D2)? + 5(D2)? — 7D2 — HIY()] = cosa(6:3) (Yu, 2020),

Cozim:

1

o (1) = (—————)[ cos1(63)]

3(D2)3+ 5(D2)2-7D2—4
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184
509956

690 1
sini(6x2)
509956~ 3

cos1(6xz) -

bulunur.
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4. SONUCLAR VE ONERILER

Sonug olarak bu raporda kesirli mertebeden tiirev almanin 300 yil1 askindir kullanildig:
ve bu uygulamalarda kesirli mertebeden tiirev yontemlerinden Caputo tlirev tanimini
kullanmanin diger tiirev tanmimlarina gore daha iyi sonuglar verdigi tizerinde
durulmugtur. Caputo diferansiyel denklemlerinin genel ¢ozimii Mittag-Leffler
fonksiyonu araciligiyla bulunmus olup Dirichlet sinir ve baslangi¢ kosullarina tabii
dalga denkleminin ise analitik ¢oziiminii degiskenlerine ayirma yontemiyle
bulunmustur. Son olarak da, sabit katsayilara sahip homojen olmayan FDE’nin 6zel

¢cozlimii kesirli diferansiyel operatdr yontemi araciliiyla bulunmustur.

Gelecekteki c¢alismalarda bilimsel siire¢leri modelleyen ve kesirli diferansiyel
denklemler iceren matematiksel modellerin farkli kesirli tiirevler ve farkli metotlarla

analizi yapilarak daha yeni ve daha iyi sonuglara varilacaktir.
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